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Propésito de la asignatura:
La asignatura de CALCULO INTEGRAL le permite al estudiante contar con una cultura matematica sélida, mediante la
cual puede analizar cualitativa y cuantitativamente los diferentes fenédmenos que se le presenten en su entorno cotidiano
y profesional, por ejemplo: determinar el punto de equilibrio del costo de un articulo y el flujo de inversion neta de una
empresa; aplicar las leyes de crecimiento poblacional en la biologia; determinar variables cinematicas, dinamicas y

eléctricas en fisica. Ademas, proporciona herramientas para el desarrollo individual y social del individuo.

Competencias Disciplinares a desarrollar:

1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacién de procedimientos aritméticos, algebraicos,
geomeétricos y variacionales, para la comprension y analisis de situaciones reales, hipotéticas o formales.

2. Formulay resuelve problemas matematicos aplicando diferentes enfoques.

3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos y los contrasta con modelos
establecidos o situaciones reales.

4. Argumenta la solucién obtenida de un problema, con métodos numéricos, gréficos, analiticos o variacionales,
mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las tecnologias de la informacion y la comunicacion.

5. Analiza las relaciones entre dos 0 mas variables de un proceso social o natural para determinar o estimar su

comportamiento.

6. Cuantifica, representa y contrasta experimental o matematicamente las magnitudes del espacio y las propiedades
fisicas de los objetos que lo rodean.

7. Elige un enfoque determinista o uno aleatorio para el estudio de un proceso o fendmeno y argumenta su pertinencia.

8. Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con simbolos matematicos y cientificos.

Bloque |

Contenido por bloques:

NOMBRE DEL BLOQUE

APLICAS LA DIFERENCIAL EN ESTIMACION DE ERRORES Y APROXIMACIONES.

OBJETOS DE APRENDIZAJE

LA DIFERENCIAL. APROXIMACIONES DE VARIABLES. ESTIMACION DE ERRORES.

UNIDADES DE COMPETENCIA

INTERPRETA GRAFICAMENTE EL MODELO MATEMATICO DE FENOMENO DE SU ENTORNO Y APROXIMA EL COMPORTAMIENTO DE
SU DERIVADA A PARTIR DEL CALCULO DE LA DIFERENCIAL.

ANALIZA EL ERROR OBTENIDO MEDIANTE LA APLICACION DE LA DIFERENCIAL PARA DETERMINAR LA PRECISION EN LA MEDICION
DE UNA MAGNITUD Y COMO AFECTA LA CONFIABILIDAD DE ESTA EN SITUACIONES REALES DE SU CONTEXTO.

ENFRENTA LAS DIFICULTADES QUE SE LE PRESENTAN Y ES CONSCIENTE DE SUS VALORES FORTALEZAS Y DEBILIDADES AL
TRABAJAR CON APROXIMACIONES Y ESTIMACION DE ERRORES.

Bloque Il

NOMBRE DEL BLOQUE

DETERMINAS LA PRIMITIVA DE UNA FUNCION E INTEGRAS FUNCIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES.

OBJETOS DE APRENDIZAJE

FUNCIONES PRIMITIVAS. INTEGRAL INDEFINIDA.

UNIDADES DE COMPETENCIA

RESUELVE PROBLEMAS QUE INVOLUCREN LA OBTENCION DE LA PRIMITIVA DE UNA FUNCION Y LA INTERPRETA EN SITUACIONES
REALES DE SU ENTORNO.
DESARROLLA LA HABILIDAD EN EL MANEJO DE TECNICAS DE INTEGRACION EN UN CONTEXTO TEORICO.

Bloque Ill

NOMBRE DEL BLOQUE

CALCULAS E INTERPRETAS EL AREA BAJO LA CURVA.

OBJETOS DE APRENDIZAJE

SUMAS DE RIEMANN. INTEGRAL DEFINIDA.

UNIDADES DE COMPETENCIA

RESUELVE PROBLEMAS DE AREAS MEDIANTE LA SUMAS DE RIEMANN.

RESUELVE PROBLEMAS DE AREAS MEDIANTE LA INTEGRAL DEFINIDA.

ASUME UNA ACTITUD CONSTRUCTIVA Y CONGRUENTE CON LAS COMPETENCIAS CON LAS QUE CUENTA EN EL USO DE LAS
TIC'S COMO HERRAMIENTAS PARA EL MODELADO Y LA SIMULACION DE PROBLEMAS DE AREAS BAJO LA CURVA.

Bloque IV

NOMBRE DEL BLOQUE

RESUELVES PROBLEMAS DE APLICACION DE LA INTEGRAL DEFINIDA EN SITUACIONES REALES EN LAS CIENCIAS EXACTAS,
SOCIALES, NATURALES Y ADMINISTRATIVAS

OBJETOS DE APRENDIZAJE

AREAS Y VOLUMENES DE SOLIDOS DE REVOLUCION.

UNIDADES DE COMPETENCIA

IDENTIFICA CASOS FACTIBLES DE APLICACION DE LA INTEGRAL DEFINIDA.

VALORA EL USO DE LAS TIC'S COMO HERRAMIENTAS PARA EL MODELADO Y LA SIMULACION DE PROBLEMAS DE APLICACION
DE INTEGRALES DEFINIDAS EN CUALQUIER CONTEXTO DISCIPLINAR.

ASUME UNA ACTITUD CONSTRUCTIVA, CONGRUENTE A SUS COMPETENCIAS PARA PROPONER MANERAS DE SOLUCIONAR UN
PROBLEMA DE SU ENTORNO MEDIANTE LA APLICACION DE LA INTEGRAL DIFERENCIADA.
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ACTIVIDADES

BLOQUE |
Actividad 1. Diferenciales.
Encuentre el diferencial dy de la funcion.
1. y=x4+5x 11. y=x6tanx 19. y:sen(5X2—3x)
2. y=3x"+x"—x 12.  y=e"senx
y T y o 20. y :cot(x2 —x)
3. y=1-x"+x 13. y=Xx'e ,
4.  y=5cosx+Inx 14. y=senxtanx 21. y:sec(l—x )
5. y=e"+2cotx 15, y=(1+2x)" 2. y:In(x2 —x+1)
6. y=x"+2senx 16 _( ; +senx) .
7. Yy =secx+cscx - Y= 23. y:In(l—x )
6
8. y=Inx++/x 17. y:(1+x + X ) 28, y=ge~
9. y=tanx—cscx 25, y=e*™
10. y=x"-1/x 18 y=nNx

Actividad 2. Aplicaciones del Diferencial.
Resolver los siguientes problemas.

1.

2.

Use diferenciales para estimar la cantidad de pintura necesaria para aplicar una capa de
pintura de 0.05 cm de ancho en un domo hemisférico con un didmetro de 50 m.

Una ventana tiene la forma de un cuadrado. La base de la ventana se mide como si tuviera
un ancho de 60 cm con un error posible en la medicion de 0.1 cm. Use diferenciales para
estimar el error posible maximo al calcular el area de la ventana.

Las seis caras de una caja cubica metdlica tienen un grosor de 0.125cm y el volumen del
interior de la caja es de 40cm?®. Utilice diferenciales para aproximar el volumen de metal
empleado para fabricar la caja.

El interior de un tanque cilindrico abierto es de 12m de didmetro y 8 m de profundidad. El
fondo es de cobre y los lados son de acero. Utilice diferenciales para encontrar de manera
aproximada cuantos galones de pintura a prueba de agua es necesaria para aplicar una
capa de 0.5mm a la parte de acero del interior del tanque.

Una copa conica de 10cm de altura y 8cm de ancho en la parte superior, se llena con agua
hasta una profundidad de 9cm. Un cubo de hielo de 3cm de lado esta a punto de
depositarse en la copa. Utilice diferenciales para determinar si se derramara la copa.

Use diferenciales para estimar el nimero indicado.

i. 25.02 ii. (3.05) V. 1/10.1

ii. 36.1 iv. (1.95)2 Vi, 4/2.1
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BLOQUEII

Actividad 1. Integral Indefinida General.
Encuentre la integral indefinida general.

1. .(x3+6x+1)dx

2. .(x5—5x4—6x2)dx
(4x3—3x +2x)d
(1c0

5. (%x2 )dx
(1 +5/x +\/_)dx
(l/x +\/_+x )dx

8. (Inx+10 )dx

10.

11.

12.

:(senx+sec2 x)dx
J(2+2¢")dx
(% +e” )dx
[(5cosx +tanx)dx
:.(3’( +x° + 3x)dx
:(ZInx—Scotx)dx

(secxtanx+sec2 x)dx

Actividad 2. Integracion por Sustitucion o Cambio de Variable.

Evalle la integral efectuando la sustitucion indicada.

1. cos3xdx, u=3x
c X
3. —dx, u=x’+1
‘x +1
5. e**™cosxdx, u=senx
7. XN +1dx, u=x>+1

9. .(1+ex)(x+ex)3dx, u=x-+e”

Actividad 3. Integracion por Partes.

10.

xsecx’*tanx’dx, u=x’

[ 2\10 2
x(4+x) ax, u=4+x

* 3

(1+2x)dx, wu=1+2x

- A% +7x°

————dx, u=1+x"+x’
Y1+Xx +x

csenv/x

-T X, U:\/;

Evalle la integral por partes con los valores de u y dv indicados.

1. xcosxdx ; u=x, dv=cosxdx
2. |xsec’xdx: u=x, dv=sec’xdx
3. xInxdx ; u=Inx, dv=xdx

2. [xe*dx u=x, dv=e‘dx

5. Inxdx; u=Ilnx, dv=dx
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Actividad 4. Integracion por Sustitucion Trigonométrica.
Evalle la integral usando la sustitucion trigonométrica indicada. Dibuje y rotule el triangulo rectangulo
asociado.

- 1

1. ————adx, x=3secl
" x*\Ix* =9
1

2. > dx, x=2secH
X -4
e 1

3. ——dx, x=tan0
: (x2 +1)

4. .de, x=>5tand
“\x*+25
\36— X

5. —zxdx, x=6senf
. X

2

c X

6. ~dx, x=3send

°9—x

Actividad 5. Integracion por Fracciones Parciales.
Evalue la integral usando la descomposicion en fracciones parciales

¥ x—9
Jxrs)x-)™
2. | 1 dt
Y(t+4)(t-1)

cx? +1

1.

dx

I xP—x
4. .ZX—+32dx
“(x+1)

- 4y’ —Ty—12

5. dy
Ty(y+2)(y-3)

6. .;st

" (s+2)
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BLOQUE Il

Actividad 1. Area bajo la curva. Suma de Riemann.
Resuelva cada uno de los siguientes problemas.

1. Evalle la suma de Riemann para f(X) =25 —x°desde X =0 hasta X=5conn=5
subintervalos de aproximacion y usando los puntos medio como puntos muestra. Dibuje la
curvay los rectangulos de aproximacion.

2. Estime el &rea bajo la grafica de f(x) = x%+2 en [—ZL 2] usando seis rectangulos y los

puntos medios como puntos muestra. Dibuje la curva y los rectangulos de aproximacion.

Actividad 2. Area bajo la curva. Integral Definida.
Encuentre el area bajo la curva de la funcién dada en el intervalo indicado. Dibuje la curva y el area
buscada.

1. f(x)=3x*-9x en [0,2]
2. f(x)=x*-4x*+4 en [-22]

Actividad 3. Area entre curvas.
Encuentre el area entre las curvas de las funciones dadas. Trace la grafica respectiva y dibuje el
area buscada.

1. f(x)=2x+6 y f(x)=9-x°
2. y=2-x° y=x"

BLOQUE IV
Actividad 1. Volumen de Revolucioén.
Encuentre el volumen de revolucién generado por el area bajo la curva

f(x) =COSX €en [0,72'] al girar alrededor del eje X. Mostrar:

i) la grafica de la funcion en el intervalo indicado.

il) La grafica del cuerpo geométrico generado.

iii) La integral que debe resolverse para encontrar el volumen.
iv) El volumen del cuerpo geométrico generado.

Actividad 2. Superficie de revolucioén.
Encuentre la superficie de revolucion generada por el arco de la curva

f (X) =x>-x+1 en [—ZL 2] al girar alrededor del eje X. Mostrar:

i) la gréfica de la funcion en el intervalo indicado.

i) La grafica del cuerpo geométrico generado.

iii) La integral que debe resolverse para encontrar la superficie.
iv) La superficie del cuerpo geométrico que genera la curva.

Actividad 3. Longitud de arco.
Encuentre la longitud del arco de la curva f(X) =x2+X en [—2,2]. Mostrar:

i) la gréfica de la funcion en el intervalo indicado.
i) La integral que debe resolverse para encontrar la longitud del arco.
iii) La longitud del arco indicado.
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Ejemplos.

Bloque Il. Actividad 1. Integral Indefinida General
Ejemplo 1: Encuentre la integral indefinida I(Xz — X—3) dx

Solucién: En este caso se deben aplicar las reglas basicas de integracidon, ademas de la propiedad de las integrales que
permite separar los términos para integrarlos cada uno por separado. (Consulta tu formulario)

J‘(x2 —x—3)dx:jx2dx—jxdx—3jdx
=1x’—ix*-3x+C

Ejemplo 2: Encuentre la integral indefinida I(BXS —5x%° —3X)dX

Solucion: Recuerda aplicar las reglas basicas de integracion

I(3x5 —5x% — 3x)dx = 3jx5dx — SIxzdx — 3dex

3(%X6)— 5(%x3)—3(%x2)

6

1 5.3 _ 3,72 C
Ejemplo 3: Encuentre la integral indefinida I(1+—§ X——g x? —12X3)dx

Solucién: Recuerda aplicar las reglas basicas de integracion

j(1+§x—§x2 —12x3)dx :jldx+%jxdx—%jx2dx—12_[x3dx
=x+4(1x*)-3(1x°)-12(1x*)
=x+ix’—1x’-3x*+C

Ejemplo 4: Encuentre la integral indefinida J.(3X}/2 —7x% 4+ 2x7° +5x‘%)dx

Solucion: Recuerda aplicar las reglas basicas de integracion

J.(3xy2 —7x% +2x73 +5x7% )dx = 3Ix%dx — 7Ix%dx + 2Ix‘3dx + SIX_%C/X

3 11 -2 y
= 3(ix/2)—7<ix /8)+2(ix )+ 5(ix . )
% Vs -2 %
3 11 -2 1
=2x" =56 x7 _x? +15x5 +C
2 3 1
Ejemplo 5: Encuentre la integral indefinida I —t—=—"= dx
X" 5x* X
Solucién: En algunos casos es necesario convertir la integral para poder aplicar las reglas bdsicas de integraciéon, como
en este caso en que se debe reescribir la variable con exponente negativo.

I(% + 5—?(5 —X—lejdx = J‘(Zx_4 +23x7 —x° )dx = ZJ‘x“‘dx + %jx‘sdx —Ix‘sdx

254 (51°) - s+
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Ejemplo 6: Encuentre la integral indefinida J.(\/;—i/;+ G =3x? )dX

Solucién: En algunos casos es necesario convertir la integral para poder aplicar las reglas bdsicas de integraciéon, como
en este caso, se debe reescribir con exponente fraccionario.

I(J_ J_+\/_ \/_)dx I( —xP X — %)dx

= Ix%dx — Ix%dx — jx%dx + jx%dx

1% / /L%
sy X XD X X

30— 33 2 -39

2
Ejemplo 7: Encuentre la integral indefinida J.(—3 — 5\/;— Xj dx
X

Solucién: Reescribimos la integral para poder aplicar las reglas basicas de integracion.

J.(%—S\/;—dex=_[(2x3 % —x)dx
= 2Ix‘3dx — SIx%dx—jxdx

:2(%2x2)_5(7lzx%)_%xz

5 4
Ejemplo 8: Encuentre la integral indefinida I(F+T+3alx3 _2/;) dx
X X

Solucion: Reescribimos la integral para poder aplicar las reglas basicas de integracion.

I 3i4+%+3\/x_3—§/; dx=j(§x‘4+4x_%+3x%—x%)dx
X X

= %jx“‘dx +4Ix_%dx + 3J‘x%dx—jx%dx
i)l o) (15
=—9—)5(3+8x/;+§\/x_5—§3/x_6+c

Ejemplo 9: Encuentre la integral indefinida J.(In X—e* +cos X) dx

Solucién: Para este tipo de integrales consulta el formulario de integrales basicas, recuerda que en estos casos la
integral se obtiene de forma inmediata por el criterio de la antiderivada.

J.(Inx—e" +cosx)dx =Ilnxdx—Iexdx+.|.cosxdx:(xlnx—x)—ex +senx+C
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Ejemplo 10: Encuentre la integral indefinida I(ZX —sec? X+ cot X) dx

Solucion: Recuerda aplicar las reglas basicas de integracion. (Formulario)

I(ZX —sec’ x+cotx)dx=_"2de—_[sec2 xdx+jcotxdx:ﬁzx —tanx—In(cscx)+C

Ejemplo 11: Encuentre la integral indefinida I(secxtan X — CSc? X)dX

Solucidn: Recuerda aplicar las reglas basicas de integracién. (Formulario)

j(secxtanx —csc? x)dx = Isecxtanxdx — jcscz xdx =secx +cotx+C

Ejemplo 12: Encuentre la integral indefinida I(5senx+3|n X) dx

Solucion: Recuerda aplicar las reglas basicas de integracion. (Formulario)

I(Ssenx+ 3Inx)dx = 5J.senxdx + 3jlnxdx =—5cosx+3(xInx—x)+C

Bloque Il. Actividad 2. Integracion por Sustitucion o Cambio de Variable

4
Ejemplo 1: Evalde la integral efectuando la sustitucion adecuada IZX(XZ +3) dx

Solucién: Tomamosa U=X*+3, porloque du=2xdx v alsustituir tenemos

J.Zx(xz + 3)4 dx = I(xz + 3)4 2xdx = Iu“du =1y’ = %(x2 + 3)5 +C

Ejemplo 2: Evalde la integral efectuando la sustitucion adecuada I\/X—ldx

Solucién: Tomamosa U=X-1, porloque du=dx vy alsustituirtenemos
1 3 3
Io\/x—ldx=j\/adu=ju4du:712u4 =2Ju* =2/(x-1) +C

dx

Ejemplo 3: Evalle la integral efectuando la sustitucion adecuada I 5

X“+1
Solucién: Tomamosa U=X?+1, porloque du=2xdx, al sustituir completamos du y tenemos

dx = Ijzx—ixl ZJ‘OLU 1Inu—lln(x +1)+C

Ix +1

Ejemplo 4: Evalte la integral efectuando la sustitucion adecuada ICOS(SX—l) dx

Solucién: Tomamosa U=5x-1, porloque du=5dx vy alsustituiry completar tenemos

jcos(Sx—l)dx=%Icos(5x—1)5dx:%jcosudu =1senu=1sen(5x—1)+C

Ejemplo 5: Evalie la integral efectuando la sustitucion adecuada Isecxtan x+/sec xdx

Solucion: Tomamosa U=SecX, porloque du=secxtanxdx vy alsustituirtenemos
Isecxtanx»\/secxdx:J.x/secxsecxtanxdx:_[\/adu: —%J secx +C

Ejemplo 6: Evalle la integral efectuando la sustitucion adecuada ICOS XCOS(SenX)dX

Solucién: Tomamosa U=Senx, porloque du=cosxdx vy alsustituir tenemos

Jcosxcos(senx)dx = Icos(senx)cosxdx = jcosudu =senu =sen(senx)+C
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Ejemplo 7: Evalie la integral efectuando la sustitucion adecuada J‘
X

. 1
Solucién: Tomamosa U=InX, porloque du==dx vy alsustituirtenemos
X

2
J(lnTX)dx=I(|n x)Z%dxzjuzdu =1u” =3(Inx)" +C

Ejemplo 8: Evalie la integral efectuando la sustitucion adecuada _[secz 6e™’do

Solucién: Tomamosa U=tané, porloque du= sec’ 0do y al sustituir tenemos

I sec’ Be"’d@ = Ietane sec’ 0dO = J e'du=e"=e"™ +C

Bloque Il. Actividad 3. Integraciéon por Partes
Ejemplo 1: Encontrar _[xexdx

Solucién: Sean U= X y dv =e*dX, entonces du=dx y v= J.eXdX =", y luego sustituimos en la integral

u av u v vV du
Jxexdx = (x)(ex)—_[ex dx=xe* —e* +C
Ejemplo 2: Encontrar IX In xdx

1
Solucion: Sean U =In X y dv = XdX, entonces du=—dx y v= IXdX :%XZ, y luego sustituimos en la integral

[imesds= (i) 1) j(%})g;j

2
=X Inx—%fxdx
— 1,2 11,2
_EX |nX—E(EX )
=1x’Inx—1x*+C
Ejemplo 3: Encontrar I3X cos 4 xdx

Solucién: Sean U =3X y dv =C0s4Xdx, entonces du =3dX y v = jcos4xdx = %jcos4x4dx = 2sen4x

u dv u v v du

— — —
j3xcos4xdx =(3x)(%sendx)— I%sen4x3dx
=2 xsendx — %Ise n4d xdx

=3 xsenx —2(—+cos4x)

=2 xsendx +-=cosdx+C
CEB 4/2
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Ejemplo 4: Encontrar Iarccos Xadx

Solucién: Sean U =arccosx vy dv =dx, entonces du = —

dx yVvV= J.dX = X y luego sustituimos.

1—x?
cjy
u dv u v v 1
Iarccosxdx =(arccosx)(x)— f(x) ——dx

J1-x°

L[ —2xdx
dx =xarccosx — 5_[

—X
NJ1-x° J1—x°

:xarccosx—%(z 1-x° )=xarccosx—\/1—x2 +C

:xarccosx—j

Ejemplo 5: Encontrar IZX xdx

Solucién: Sean U= X y dv =2"dx, entonces du=dXx y v = IZX dx = |n2 2° y luego sustituimos en la integral

u av u v v du
J‘x2"dx=(x)(ﬁ2")—j(Inz )(dx)
=L x2" szZ dx = x2" — 5 (%2)

_ 19X 1
=52 (x—15)
Ejemplo 6: Encontrar IXSGCZ xdx

Solucién: Sean U =X y dv =sec? xdx ~entonces du=dXx y v= ISGCZ Xdx = tan x

u dv u v v du

—— ——
Ixsecz xdx =(x)(tanx) —j(tanx)(dx) = xtanx —Itanxdx = xtanx—In(secx)+C
Ejemplo 7: Encontrar Iln(x +1) dx

1
Solucién: Sean U = In(x +1) y dv=0dx, entonces du=——dx y v= J.dX = X, luego sustituyendo

X+1
Iln(x+1)dx:(ln(x+1))(x)—J‘(X)(mdxj
=xIn(x+1)- ﬁdX:xln(X+1)—J‘(1—ﬁjdx
=xIn jldx+jmdx

=xln(x+1)—x+ln(x+1)+C
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Bloque Il. Actividad 4. Integracion por Sustitucion Trigonométrica.

_ X2 -1
Ejemplo 1: Encontrar I dx X o e
X .

Solucidn: Sea X =sec @, entonces dX =secHtan @d O v sustituyendo tenemos

J‘VX - quec 0~ sec@tan@dezjx/tanzetanede=Jtan9tan5’d9

= .[tanZHdé?: tang — 0 = |\/x? —1 —arcsecx + C

. dx
Ejemplo 2: Encontrar I NANE
VX2 +3

vi

Solucidn: Sea X =+/3tan @, entonces dx = \/§secz odo ysustituyendo tenemos

_[ Jo J3sec? 0do _.[ /3sec? 0do _.[ J3sec? 0do _I\Fsec 0do
«/x +3 \/J_tane 43 x/3tan 0+3 \/3 tan 9+1 \3sec? 9
J3sec?6do X2 +3 X
= |secéd@ = In(secd +tan ) =|In +— |+
I J3seco J ( ) NERNE]

. NEES
Ejemplo 3: Encontrar j 5 dx 3
X X

Solucién: Sea X =3SIN &, entonces dX 3c0s8d@ vy sustituyendo tenemos F

J‘\/ﬁ —N 3sm9 cos0do Ju\/g 9sin® @ 0s0do — Io\/9cos 0do

(3sing)’ 9sin” 0
_ 2
:j 3(:_08;93 s6do = ICOS dH:jcotzedQ:—cote—Q: _N9=X aresinX i
9sin® @ sin X 3

dx
Ejemplo 4: Encontrar I— JVr <4
X\ X2 +4

Solucién: Sea X = 2tan @, entonces dX = 2sec’0do Sustituyendo tenemos
2sec’ 6d6 2sec’ 6d6 .'- sec’ 0d@ J- sec’ 0d@

dx
J.x»\/x2+4 _IZtang / 2tan49 2tan O4tan’0+4  * tang /4 tan? ¢9+1) tan O«/4sec? @
2
.[ sec’ 6do j-sece %In(\/xx+4_§j+c

—df= jcscHdH =1In(cscO—cotd) =
tan 6 (2secd) tan &
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1
Ejemplo 5: Encontrar I—dx /
\ x* —25 / v

Solucidn: Sea X =5sec@, entonces dX =5secHtan 8d@ vy sustituyendo tenemos

I dx j 5secdtan £d @ j 5sec@tan &d @ :I 5secOtan d@ J-55e06tan 6do
Jx2 =25 JSsecH _o5 7 /25sec?0—25 \/25 sec 6 — 1 \J25tan? @
:.[538(:56;;?6%9 = Isec@dez In(secd +tang) = In(%x+%«/x2 —25)+C

. x*
Ejemplo 6: Encontrar I 5 dx y
16 —x ‘

J16 -1
Solucién: Sea X =4Sin @, entonces dX =4c050d O vy sustituyendo tenemos
2 (4sind in? in?
J- X _J- ) 24cos€d9=.[648m Qcc_)szede J-64S|n gcosgdo :I4sm Qiosede
16— x° 16— (4sin 0) 16 -16sin° 0 16(1-sin0) cos? 6

:4J-sin2 0do _ 4I(l—cosz 0)do

c0s0 oy =4I(sec€—cos@)d9= 4[In(secx+tan X)—sin x]+C
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Bloque |l. Actividad 5. Integracion por Fracciones Parciales.

. X+5
Ejemplo 1: Encontrar Iz—dx

X +X-2

Solucién.

Paso 1: Factorizar el denominador; tenemos X + X —2 = (X + 2)(X —l)

Paso2: Sustituir el denominador por sus factores y separar en fracciones

J- X+9 _J- X+95 _J-{ B }dx
X2+ X—2 (x+2)(x-1) x+2) (x-1)
X+5 _ A N B
(x+2)(x-1) (x+2) (x-1)
Se multiplican ambos miembros de la ecuacién por el mcm (X+ 2)(X—1)
Quedando X+5=A(X—l)+B(X+2)
X+5=Ax—A+Bx+2B
X+5=(A+B)x+(-A+2B)
A+B=1

Obtenemos el sistema y resolviendo tenemosque B=2, A=-1

-A+2B=5

Paso 4: Sustituimos los valores encontrados en la integral y resolvemos.

Paso 3: A partir de la igualdad

Luego simplificando

-1 dx
”kX+a+Kx 1} :‘fx+2 2 X4):‘MWX+Q+ZWWX—Q+C

. X+2
Ejemplo 2: Encontrar I—de
(x-1)
., . . 2
Solucién. Paso 1: Factorizar el denominador; tenemos (X —l) = (X —l)(X —1)

Paso2: Cuando un factor aparece mas de una vez se sustituye el denominador como sigue

x+2 o _f|_A B |
Ip«&fdx_j(x—n (x—nzd

X+ 2 A B
Paso 3: A partir de la igualdad =

(-1 (D) (x-1
Se multiplican ambos miembros de la ecuacién por el mcm del denominador (X —1)2
Quedando X+2= A(X—1)+ B
X+2=A(x-1)+B=Ax—A+B
X+2=Ax+(-A+B)
A=1

Obtenemos el sistema y resolviendo tenemos que A=1 B=3

~A+B=2

Paso 4: Sustituimos los valores encontrados en la integral y resolvemos.

1 dx 1
I(X—1)+(x m _j j X_nzzln(x—n—s(;jiJ+c
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Luego simplificando




) 2x2 —x+4
Ejemplo 3: Encontrar I—dx

X® + 4x
Solucién.
Paso 1: Factorizar el denominador; tenemos X° + 4X = X(X2 + 4)

Paso2 : Cuando aparece en el denominador un factor cuadratico se sustituye el numerador como:

JZXZ—X+4dX:I2x2—x+4 Jé Bx+C

dx = — |dXx
X° + 4x X(x* +4) X (x*+4)
bac0 3: A oartir de [a inualdad 2X° —Xx+4 A+ Bx+C
aso 3: A partir de laigualdad ————=—+-——"—<
X(x*+4)  x (x*+4)
Se multiplican ambos miembros de la ecuacién por el mcm X(X2 + 4)
Quedando 2X* —x+4=A(X* +4)+(Bx+C)x
2X* —X+4=Ax* +4A+Bx* +Cx
Luego simplificando 5 )
2x* —x+4=(A+B)x*+Cx+4A
A+B=2
Obtenemos el sistema C =-1 vyresolviendotenemosque C=-1, A=1 B=1
4A=4
Paso 4: Sustituimos los valores encontrados en la integral y resolvemos.

I %+(X)§—_14) dx:.[%dx+.[xz)i4dx—szl+4dx= Inx+%|n(x2+4)—%arctan§+C
+

. 1
Ejemplo 4: Encontrar '[—dx

X(x+1)
1 (A B 1l -1 rl 1 B
Solucion: Imdx—J-|:;+m:|dx—j|:;+mi|dx—.[;dx— mdx— InX—In(X+1)+C
1=A(x+1)+Bx
1 A B A+B=0 A=1
yague ———=—+——, yentonces 1= AX+ A+ BX de donde por lo que
x(x+1) x  x+1 A=1 B=-1
1=(A+B)x+A
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Bloque lll. Actividad 2. Area Bajo la Curva.

EJEMPLO 1.- Encuentre el drea bajo la curva f (X) =x®—x?+2 enelintervalo [—1,1] y trace la grafica.
SOLUCION: Por el Teorema fundamental del Calculo el drea bajo la curva f (X) en el intervalo [a, b] estd dada por

I: f (X)dX =F (b)— F (a), en donde F'(X) =f (X) , por lo que se debe evaluar la integral, J._ll(x3 —x? +2)dx
f(x)

j:(x3—x2+2)dx=(

F(b) F(a)

EJEMPLO 2.- Encuentre el drea bajo la curva f (X)

= en el intervalo [—1, 2] y trace la gréfica.
2X+3

. 2 1
SOLUCION: Se debe evaluar la integral I %13 dx.
LLX+

2 1 2 2dx
sz+3dxz%sz+3 = tIn(2x+3) =1[In(2(2)+3)]-4[In(2(-1)+3)]
=1In7-4In1=0.973-0=[0.973]
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EJEMPLO 3.- Encuentre el drea bajo la curva f (X) = XCOS X en el intervalo [% , 7[] y trace la grafica.

SOLUCION: Se debe evaluar la integral J:r X C0S xdx Recuerda que 7 =180°
2

T

L X cos xdx = (xsenx +Cos x)
2

s
2

=[#senz+cosz| [ £senZ+cos |=[ 7 (0)+(-1)]-[4(1)+(0)]=-1-2=-2.57

EJEMPLO 4.- Encuentre el area bajo la curva f (X) =x?—1 en el intervalo [0, 2] y trace la grafica.

z 2
SOLUCION: Se debe evaluar la integral J.O (X2 —l) dx pero en la grafica observamos que se debe resolver en dos partes;

primero la parte debajo del eje X, y después la parte que estd sobre el eje X.
Jo (¢ =1)ax=1¢ -, [ 40" ~(@) ][ 5(0)’ ~(0) ] <[3-1]-[0]=~3
[} (¢ t)ax=0 =[5 )| [0)' - |=[3-2 - [ -3)¢

El area total es la suma absoluta de las areas parciales es decir %+§ =2

/

TTTT T T T 1T [

T g
T P

11 T

1T
- 1
ir 4
ri
EEEP
\. P
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Bloque lll. Actividad 3. Area entre Curvas.
EJEMPLO 1.- Trace la region delimitada por las curvas Yy =9 — x?, y=x+1 x=-1, x=2.

b
SOLUCION: El 4rea entre las curvas Y = f (X), y y=g(X), yentre x=ay X=b es '[a | f(x)-g (x)| dx, asi
2
que al observar la grafica de estas funciones vemos que se debe evaluar J- 1‘(9 — X2 ) — (X +1)‘ dx

J‘_Zl‘(g — xz)—(x +1)‘ dx = J'_Zl(—x2 —X +8)dx = (—%x3 —1x? +8x)‘i1

=[4(-4(2) +8() |- -4 - 4(-1)" +8(-1)

191

| \ '
EJEMPLO 2.- Trace la regién delimitada por las curvas y =senx, y=e*, x=0, x=7x/2.

SOLUCION: Se debe evaluar | |(e”) - (senx)|x.

T
J’?
0

(e*)—(sem)|dx = .[f(ex —senx )dx = (e" +cos x)‘; = [e(g) + cos(%)} - [e(") + cos(O)]
=(e’2’ +o)—(1+1) —ef —2-481-2=[28]

- {
-—\ / |
T T T 1 i v
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EJEMPLO 3.- Calcule el drea de la regién delimitada por las curvas Yy = 3/;, y= X2,

SOLUCION: Al observar la grafica vemos que se debe evaluar en [0,1] , es decir se debe encontrar la integral:

(g oce [ )= (-2 (35749

1

0

EJEMPLO 4.- Calcule el drea de la region delimitada por las curvas Yy =Senx, Yy = x*, X= %, X=7,.
SOLUCION: Al observar la grafica vemos que se debe evaluar en [—’7 , 0] yen [O, %] y encontrar la integral:

z
4

x® —senx dx+ senx x*)dx = (4 x* +cosx "4 —cosx—1x*
_ —Z 0

{0 ottt
=L@

—(0.1879+0.8660) | +[ (-0.7071-0.0951) — (- )] -
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EJEMPLO 5.- Trace la regién delimitada por las curvas Y = \/;, y=1/x, x=l4, x=4.

SOLUCION: Al observar la grafica de estas funciones vemos que se debe evaluar en dos intervalos

I;[(l/x) ]dx+.[ [ 1/x)]dx
:(Inx—gx/x_?’) +(%x/x_3—lnx);1

[T T )7
)=

=[(0-0.66)—(-1.38—-0.083) | +| (5.33—1.38) - (0.66 -0

[6.16]
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Bloque IV. Actividad 1. Volumen de revolucion.

1. Encuentre el volumen de revolucion generado por el area bajo la curva
f(x) =senx +2 en [O,47z] al girar alrededor del eje X.

Mostrar:

i) la gréafica de la funcion en el intervalo indicado.

i) La grafica del cuerpo geométrico generado.

iii) La integral que debe resolverse para encontrar el volumen.
iv) El volumen del cuerpo geométrico generado.

>plot(sin(x)+2, x=0..4*Pi, y=0..3);

3
2
 J
1
T L T
0 4 8 12
>
>VolumeOfRevolution(sin(x)+2, x = 0 .. 4*Pi, output = plot);
The Volume of Revolulion Around e Hoiizontal Acis ol
ix) = sin{x}2
on the Interval [0, 4771]
>VolumeOfRevolution(sin(x)+2, x = 0 .. 4*Pi, output = integral);
47
f 7 (sin(x) + 2)2 dx
0
>VolumeOfRevolution(sin(x)+2, x = 0 .. 4*Pi, output = value);
18 m?
>evalf (%)
177.6528793

4
V= f 7 (sin(x) + 2)2 dx = 18 n2 = 177.6528793
0

CEB 4/2
Academia de Matematicas
L. M. A. Juan Manuel Valdez Chavez



Bloque IV. Actividad 2. Superficie de revolucion.

2. Encuentre la superficie de revolucion generada por el arco de la curva
f(x) =senx+2 en [0,472] al girar alrededor del eje X.

Mostrar:

v) la grafica de la funcion en el intervalo indicado.

vi) La gréafica del cuerpo geométrico generado.

vii) La integral que debe resolverse para encontrar la superficie.
viii)La superficie del cuerpo geométrico que genera la curva.

>plot(sin(x)+2, x=0..4*Pi, y=0..3);
3

>

> SurfaceOfRevolution(sin(x)+2, x = 0 .. 4*Pi, output = plot);
The Swtace ol Revolution Around the Honzonkal Azas ol

) = sinfx2
on Hhe Intesval [0, 4°Pi]

> SurfaceOfRevolution(sin(x)+2, x = 0 .. 4*Pi, output = integral);
41

J 2 1 (sin(x) +2) /1 + cos(x)? dx
0

> SurfaceOfRevolution(sin(x)+2, x = 0 .. 4*Pi, output = value);

32w 2 EuipticE(ﬁJ

2

>evalf (%) ;
192.0240849

4
S= J 2 (sin(x) +2) /1 + cos(x)? dx = 192.0240849
0
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Bloque IV. Actividad 3. Longitud de arco.

3. Encuentre la longitud del arco de lacurva f(x)=senx+2 en [0,47].

Mostrar:

ix) la grafica de la funcion en el intervalo indicado.

X) La integral que debe resolverse para encontrar la longitud del arco.
xi) La longitud del arco indicado.

>
>plot(sin(x)+2, x=0..4*Pi, y=0..3);
3
2
) J
1
L L DL L
0 4 8 12
>ArclLength(sin(x)+2, x = 0 .. 4*Pi, output = integral);
41
J 1 + cos(x)? dx
0
>Arclength(sin(x)+2, x = 0 .. 4*Pi, output = value);

8.2 EIIipticE(@j

>evalf (%)
15.28079115

41
L= J 1 + cos(x)? dx = 15.28079115
0
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FORMULARIO DE DIFERENCIALES

Ay =f(x+Ax)—f(x) dy = f'(x)dx du=u'dx dv =v'dx
DIFERENCIALES BASICAS Y DE OPERACIONES CON FUNCIONES
d(c)=0 d(x)=dx d(x")=nx""dx d(C-u)=C-du
d(u”)znu"*ldu d(u+v)=du+dv d(uv)=du-v+dv-u d(gj:du-v——zdv-u
v v
R DlFERENClRliE:.IaEdSe ISSEulm:el‘JNClONES LOGARiTM|C§g$:;;(g:loENCIALES e e
1 1
d(logu)=loge—du d(lnu)==du d(C")=InCC"du d(e’)=e"du
(logu)=loge= (Inu)=— (') (¢")

DIFERENCIALES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

d(senu)=cosudu

d(tanu)=sec’ udu

d(secu)=secutanudu

d(cosu)=—senudu

d(cotu)=—csc’udu

d(cscu)=—cscucotudu

DIFERENCIALES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

1 1
d(arcsenu)= du d(arctanu)= —du d(arcsecu) =———du
1-u° 1+u uvu® -1
1 1
d(arccosu)=— du d(arccotu)=———du d(arcescu) =————du
1-u? 1+u uvu® -1
OR ARIO D R/
DEFINICION DE INTEGRAL INTEGRALES BASICAS DE FUNCIONES INTEGRAL POR PARTES
If(x)dx:F(x)+C Idu:u+C ju”du:n—ilu”+1+c J.adu:aj.du Iudv:uv—jvdu
INTEGRALES CON FUNCIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES

1
I—du=|nu+C
u

Ina

je“du=e“+C Ia”du:ia”+C

Ilnudu:ulnu—u+C

INTEGRALES CON FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

senudu=—-cosu+C

[ tanudu =In(secu)+C

secudu =In(secu+tanu)+C

cosudu=senu+C

[ cotudu = —In(cscu)+C

[ cscudu =In(cscu—cotu)+C

sen’udu=21u—2isenucosu+C

[ tan?udu =tanu—u+C

sec’udu=tanu+C

cos’udu=1u+isenucosu+C

[ cot?udu=—cotu—u+C

csc’udu=—cotu+C

senucosudu =1sen’u+C

secutanudu=secu+C

cscucotudu=—cscu+C

e du

u
- =arcsen—+C

e du 1 u
———=—arctan—+C

- du 1 u
=—arcsec—+C

1—sen’d =cos’* @

“Nat-u a ‘v +adt a a “uut-a*> a a
SUSTITUCIONES TRIGONOMETRICAS
2 2
a’—x x=asen@ X +a? x=atan@ N x=asect

tan’d+1=sec’d

sec’f—1=tan’é@
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